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1.20 Cozumlia Problemler

(1) f:R—[-1,1], f(z) = cosz fonksiyonu icin

(a) f(Z) (b)  f(); (c) f(5);
(d)  f(2); (e) fUo,al); () f((0.7));
(8) £(0,%]); (h) f(0,2x)); () fH0);
G) FH); (k) f(2); 0 FLR);
(m) S7(=L1): () F7H0,4]): (o) FH(I—2 )

ifadelerini bulunuz.

Coziim: Trigonometri cetvelini kullanarak
() () =cosf =" (b) F(5) =conf =%
1
(© J(5) =cost =5 (A f(5)=con§ =0
(e)  f(0) = cos0 =1, f(m) = cosm = —1 oldugundan ve hem de
x, [0, 7] arahginda degisdiginde cosintis fonksiyonunun degerleri —1 ve
1 arasinda degistiginden f([0,7]) = {cosz : 0 <z <7} = [-1,1] dir.
Benzer sekilde;
(f) f((0,m)) ={cosz: 0 <z <m}=(-1,1);



116 Coziimlii Problemler

(g) f([0,%]) = {cosx: nggg}:[\/?57l];
(h)  f([0,27]) = {cosz: 0 <z <2r}=[-1,1];
(i) #=Z+km keZiken cosz = 0 oldugundan f~1(0) = {z €

R: cosx =0} ={F+kr: kel

(j) = = Larccosg + 2kr = +£% + 2kw, k € 7Z iken cosz = 5
oldugundan, f'(3) = {z € R: cosz = 3} = {+F + 2kr: k € Z}
olur. Benzer sekilde;

(k) fH(2)={reR: cosw =L} ={+T 4 2%kn: kecZ}

(1) f‘l(‘/Tg) ={zeR: cosx= \/73} ={£% +2kn: k€ Z};

(m) Goriintii kiimesinin tanim geregince f~'([—1,1]) = {z € R: f(z) =
cosx € [—1,1]} dir. f7Y([-1,1]) = R oldugunu gosterelim. =z €
f7Y[=1,1]) ve cosx = a olsun. Bu durumda f(z) = a, a € [-1,1]
oldugundan z = arccosa + 2km € R ve dolaysiyla f~1([—1,1]) C
R dir. Ote yandan = € R ise cosz € [—1,1] olur ve buradan da
r € fY[-1,1]) veya R C f~'([-1,1]) oldugu elde edilir. O halde,
FY[-1,1]) =R dir.

m) fY(~1,1]) ={z €R: cosz € [0,L]} dir. = € f71([0,%]) ve
cosx = « olsun. Bu durumda « € [0, ‘/7?’] ve x = arccosa+ 2km, k € Z
dir. Eger, a sayisi [0, \/73] araliginda degisiyorsa cos x fonksiyonu cift bir
fonksiyon oldugundan x degiskeni [§ +2km, 5 +2k7]| ve [~ 5 +2km, — 5+
2km] araliklarinda degisir. O halde,

4o, ?]) c (U[%mkw,gmlm}) U( U[—%—I—le,—%—f—%w])

keZ kEZ

olur. Ote yandan, = € [—Z +2km, — & +2k7| veya x € [§+2kT, 5+ 2k7]
ise cosz € [0, \/7?:] oldugundan

V3
-

( U[% + 2k, g +2kx])u (| [—g + 2k, —% +2kn]) < [fH([0,

keZ keZ

)

elde edilir. Son iki sonuctan

4o, ?]) = (kLeJZ[% + 2k, g + 2kn]) U (kLeJZ[—g + 2k, —% + 2kn])
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elde edilir. Benzer sekilde;

(0) f‘l([—g, ?]) = U[% + 2k, 3T + 2kn] oldugu gosterilir. o
keZ

(2) Asagida tamimlanan f : [—1,1] — [0, 1] fonksiyonlarindan hangisi bire-

bir, 6rten ve birebir ortendir.

(a) f(fﬂ)zclosgw; (b)  f(z)

(d) flz)=5(@+1); (o) flz)=

Coziim: (a) y = 1 icin cos 7o = 1 denkleminin bir tek » = 0 €

[—1,1] cOziimii ve Yy € [—1,1) icin cos fo = y denkleminin [—1,1]

araligl icinde iki tane z; = —%arccosy ve ry = %arccosy cOZUmui

L—a% (c) f(z)=lz];

bulundugundan, f(x) = cosfz : [-1,1] — [0,1] fonksiyonu 6rtendir
fakat birebir degildir.

(b) y = 1icin 1 — 2? denkleminin bir tek z = 0 € [—1,1] ¢oziimii
ve Vy € [0,1) icin 1 — 2* = y denkleminin [—1,1] aralig: icinde iki
tane 1 = —/1 — y ve x5 = /1 — y coziimleri bulundugundan f(z) =
1—2*:[-1,1] — [0,1] fonksiyonu 6rtendir fakat birebir degildir.

(¢) y=0icin |z| = 0 denkleminin bir tek x = 0 € [—1, 1] ¢Oztmii ve
Vy € (0,1] icin |x| = y denkleminin [—1,1] aralig1 icinde iki tane x; =
—y ve xo = y coziimleri bulundugundan, f(z) = |z| : [-1,1] — [0,1]
fonksiyonu ortendir fakat birebir degildir.

(d) Vy€[0,1] icin 1(z + 1) = y denkleminin [—1,1] arahg icinde bir
tek © = 2y—1 ¢6ztimi bulundugundan, f(z) = 1(z+1) : [-1,1] — [0,1]
fonksiyonu birebir ve ortendir.

(e) y € [0,1] olsun. y € [§,1] i¢in 2°~! = y denkleminin bir tek
z = l4logy y € [—1, 1] ¢dziimii bulunur. Vz € [—1,1] icin § <2771 < 1
oldugundan y € [0, }1) icin 2271 = y denkleminin [—1, 1] icinde coziimii
yoktur. O halde, f(z) = 2*7': [-1,1] — [0,1] fonksiyonu birebirdir
fakat orten degildir. ¢

(3) f(x) = ’ 5 fonksiyonu icin
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1 L

(d) Flo=1); (e) f(2) (f) 0
ifadelerini bulunuz.
Cozim:

() £(3)=3 (b) f(a)+ f(~0) =

© J0)-1=525 (@ So-1=]

© f) =15 () pm=""

¢ 1-=2¢ f(c) c
?+ar+1, —1<x<0 ise,
(4) f(z) = len_z si:, 0<z< 7 ise,

T<x <5 ise.

r+1
fonksiyonu icin f(—1), f(5), f(0), f(5) ve f(4) degerlerini bulunuz.

Coziim: f(z) fonksiyonu [—1,0) araliginda f(x) = 2? + x — 1, [0, 7]
arahginda f(x) = sin z ve (7, 5] arahiginda f(z) = ﬁ—;&) seklinde tamimhidir.

Buna gore,
r=-1€[-1,0) icin f(-1) =12+ (-1)+1=1,
r=5el-1,00 icn  f(F)=(F)P+(F)+1=1
x=0¢€][0,n] icin  f(0) =sin®0 = 0,
r=7%¢e(0,%] icin f(%)zsinzgzé,
4 -1
bulunur. ¢

(5) f(x) =sinz, x € [0, ]] fonksiyonu icin

fQ2x) = 2f(x)v1 = [f(2)]?

denkleminin saglandigini gosteriniz.
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Coziim: f(2r) = sin2x = 2sinzcosz ve z € [0,5] icin cosz =

m oldugundan dolay1
f(2z) = 2sinzV/1 — sin?z = 2f(z)\/1 — [f(2)]2
bulunur. ¢
(6) f(1+42z)=sinz — z*+ tan &1 + 1 olduguna gore, f(z) i bulunuz.

Coziim: 1+ 2z = v olsun. Bu durumda, z = 3(u—1) ve z — 1 = %53

oldugundan,

+ tan "‘T_B +1
bulunur. ¢

(7) Asagidaki kurallarla tanimlanan reel degerli fonksiyonlarin tanim bolgelerini

bulunuz.
@ Fe) =V Frlogth () f)= Y
(¢) f(x)=log(3sin’x — 4); (d) f(z) = cot mx 4 arccos 2%;
(€) fl(w)=arccos 25 +log(sinZ); (f) f(x) = +/arcsin(log, z);
(9) flz)=log, s(a” —1); (h) f(z) = (sina — 2sin®2)~%
(1) f(z) =arccosz —arcsin(3 —x); (j) f(x) = tan(2arccosz);
(k) f(x) =log(1 — 2arccotz); (1) flx)= arcsin(0,52 — 1)

Va2 =3z +1
(m) fl)= YT () f() = vV—sinta — cos?3a :

~ arcsin(2 — )

1
CoST — 5 log,, 3

0 @)= g ) f(@)=

(r)  f(z) = (|z| — 2)V — sin® 7.

Coziim: Problemin cozlimiinde reel degerli f ve g fonksiyonlarinin

arccos(2z — 1)’

tamm bolgeleri ile f + g, f — g, f.g ve f/g fonksiyonlarmin tanim
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bolgeleri arasinda

D(f+g)=D(f —g) =D(f.g) =D(f) N D(g)
D(f/g) =D(f)N(D(g) \ {=z € D(g) : g(x) = 0})

mevcut bagintilarindan faydalanacagiz.

(a) D(VI—a2)={z: 9—2* >0} =[-3,3

r+1 r+1

)= fe: L5150
={z: (z4+41>0,2—-2>0)V(r+1<0, 2—2<0)}
={zx: z>2Ve< -1} =(—00,—1)U(2,4+00)

D(log

8

xr — 2

oldugundan,
D(f) =[-3,3] N ((—o0,—1) U (2,400)) = [-3,-1) U (2, 3]

elde edilir.

(b) D(y/x) = [0,400), D(sinwx) = R ve D(sin7wz) \ {z : sinwzx =
0} =R\ {k: k € Z} oldugundan,

D(f) = [0,400) N (R\ {k: k€ Z)) = (0,400)\ {k : k €N},
(©) D(f) = fo: 3sin®—4 >0} = {w: |sina| > 2}, % > 1 ve

Vo € R icin |sinz| < 1 oldugundan, D(f) = () buluruz.
(d) D(cotma) ={x: sinmx #0} ={z: v #k, keZ}

=R\ {k: keZ},
D(arccos2”) ={zx: —1<2* <1} = (—00,0]

oldugundan,

D(f) =R\ {k€Z}N(—00,0] = (—00,0)\{k: k=—-1,-2,...}.
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(e)

2z
D(arccos 24z) = {x: —1< 2

—{r: —1-2°<2r<1+2%}
={r: —(r—1)><0 veya (r—1)>>0}=R,
D(log(sin 7)) = {x: sin® >0} = {w: 2kr < T <7+ 2km, k € Z}

<1}

= (UG ) v (Uit — )
k=0 k=0
oldugundan
D(f) = < U 2k+1’ik U 2(k+1)’ 2k+1)))
= (UG ) V(U —am)-
k=0 k=0

(f) D(f) ={x: arcsin(logyz) >0} ={x: 0<log,z <1}
={zr: 1<x<2}=]12].

log(2? — 1)
log(z + 3)
D(f)y={z: 2*-1>0 ve z+3>0 ve x+3#1}
={z: |z|>1 ve z>-3 ve z# -2}
=(-3,-2)U(=2,—-1)U (1, +00).

(g) f(zx)=

oldugundan,

(h) D(f) = {x: sinz —sin*z >0} = {z: sinz(l —2sinz) > 0}

={x: (sinx >0, 1 —2sinz >0) veya (sinz <0,1—2sinz<0)}
={z: 0<sinz <3i veya (sinz<O0,sinz>3)}

} = U ((2nm, Z + 2nm) U (3F + 20, 7 + 2n)).
nez

Nl— NI

={z: 0<sinz <
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(i) D(arccosz) ={zr: -1 <z <1} =[-1,1],
D(arcsin(3 —z)) ={r: -1 <3 —x <1} = [2,4]
oldugundan, D(f) = [-1,1] N [2,4] = 0 olur.

(i) D(f) ={z:0< 2arccosz < § V5 < 2arccosx < 7}

z{x:OSarccosx<z\/z<arccos:c§z}
4 4 2
1
— [=1,1]\ {£—
LI (s

elde edilir.
(k) D(logu) = (0,00) oldugundan,
D(f) ={x:0<1—2arccota} = {x: % > arccotx }
={z:cotl <z < +oo} = (cotl, +00)
olur.

(1) 22 — 3z + 1 = 0 denkleminin kokleri x =

ve

3++5
2

D(arcsin(0,5z — 1) ={z: =1 < 0,5z — 1 < 1} = [0, 4]
D(Va2 -3z +1)={z:2*> -3z +1>0}
3—v5,  3+V5
; +00

= (—00, “ 2 U[E, o)
oldugundan,
D(f) = [074] N ((—OO, k _2\/5) U (3 +2\/57 +OO))
_ 0, 3—2\/5) e +2\/574]

elde edilir.
(m) arcsin(2 — x) = 0 denkleminin kokii xz = 2 ve

D(V4—a2) ={r:4—2° >0} =[-2,2|
D(arcsin(2 —z)) ={x: —-1<2—-2 <1} =]1,3]
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oldugundan,

D(f) = [=2.2In ([1, 3]\ {2}) = [1,2)
elde edilir.
(n) D(f) = {x : —sin*z — cos? 3z > 0}

= {z :sin2x = 0 A cos 3z = 0}

k k
:{x:%,x:%—k%,keZ}

k
:{§:Bk:2k+1,kz€Z}={g}

olur.
(0) 6 — 35z — 62% = 0 denkleminin kékleri 2 = —6 ve z = % ve
D(y/cosz — 3) = {z :cosz > 1}
:{:p:—g+2k7r§x < g—i-?lm},
D(V6 — 357 — 622) = {x : 6 — 352 — 62° > 0}
={o:—6<2<:}=[-6¢]
oldugundan,
7r m
D(f) = (=6.5) N (U5 + 2km, 5 + 2%])
keZ
:( 7_5%]U[_§7%)
bulunur.

(p) arccos(2z — 1) = 0 denklemininin kokii z = § + % ve

D(log,, 3) ={z:2x >0V 2z # 1}

= (07 %) U (%7 +OO)7
D(arccos(2ex — 1)) ={z: -1 <2x —1<1} =[0,1]
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oldugundan,

bulunur.

q) Vx € |0,40o0) icin |z|—x = 0 dir. Dolayisiyla, f(z) = 0 oldugundan

() Vz € [0, +00) icin |z| 0 dir. Dolayisiyla, f(z) = 0 oldugund
[0,400) C D(f) oldugu goriiliir. D(f) tanim bolgesine negatif x
lerden yalnizca sin 7z = 0 denklemini saglayanlar yani x = k, k =

—1,—2, ... noktalar: aittir. Boylece,
D(f)={k:k=-1,-2,...} U[0,+00)
oldugu elde edilir. ¢

(8) y = f(u) fonksiyonunun tanim bélgesi (0,1) oldugunda
() S@) () fleosa): (o) SOt (@) fdED

fonksiyonlarinin tanim bolgelerini bulunuz.

Coziim: (a) D(f(2?) ={z:0<2* <1} =(-1,0)U(0,1) dir.

(b) D(f(cosz)) = {x:0 < cosz <1} = | J((—F + 2nm, 5 + 2n7) \
n=0

{2n7}) dir.

(¢) D(f(n*z)) ={r:0<In®z <1} ={z:0 < |Inzg| < 1} =

(£,1) U (1,e) olur.

(d) x=mn€Z)\ {0} noktalar1 icin @ = 1 dir. x € R, \ N noktalar

icin 0 < 1 <1 ve 2 e R_\N_ (N_ = {—n : n € N}) noktalar1 icin

x

@ > 1 oldugu aciktir. O halde, D(f) = U(n,n + 1) olur. ©

n=0
(9) Asagida verilen fonksiyon ciftlerinin esit olup olmadigin arastiriniz.
(a) f(z) =loga® ve g(x) = 2log|x};
(b) f(z) =logz? ve g(x) = 2log x;
(c) f(z) = arcsinz ve g(x) = arccos /1 — 22, x € [0,1];
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(d) f(x) = arcsinz ve g(x) = arccosv/1 — 22, =z € [—1,0];

Coziim: Tamma gore (Bkz. Tanim 1.4.8) f, ¢ : R — R fonksiyonlar
icin eger, D(f) = D(g) = D ve Vx € D icin f(x) = g(x) ise f ve g
fonksiyonlar: esittir.

(a) D(f) =4z :2? > 1} = (—o00,—1) U (1,+00), D(g) = {z : |z| >
1} = (=00, —1) U (1,400) ve Yz € (—o0,—1) U (1,400) icin f(z) =
log z? = log|z|? = 2log |x| = g(z) olur. O halde, (—oc, —1) U (1, +00)
iizerinde f ve g fonksiyonlar: esittir.

(b) D(f) = (—o0,—1) U (1,+00) ve D(g9) = {z : x > 0} = (0,+00)
dir. D(f) # D(g) oldugundan, f ve g fonksiyonlar: esit degildir.

(¢) 0<z<1vey=arcsinz olsun. Bu durumda, siny = z ve 0 <
y < 7/2 olur. Buradan, cos?y = 1 —sin’y = 1 — 2% dir. Vy € [0,7/2]

icin cosy > 0 oldugundan,
cos’y=1—2? = cosy = V1 — a2 = y = arccos V1 — 22

dir. Boylece, Vo € [0,1] icin arcsinz = arccosv/1 — 22 oldugu, yani
[0, 1] lizerinde f ve g fonksiyonlarimin esit oldugu goriiliir.

(d) —1 <2 <0 vey = arcsinz olsun. O halde,(c) de oldugu gibi
cosy=1—2a% —17/2 <y <0 oldugu elde edilir. Her y € [—7/2,0]

icin cosy > 0 oldugundan, cos’y = 1 — 22 = cosy = V1 — 22 =
y = —arccos V1 —a? elde edilir. Demek ki, her x € [—1,0] icin

arcsinz = — arccos v/ 1 — 22 dir. Bundan dolay1 [—1, 0] tizerinde f ve g
fonksiyonlar: esit degildir. ¢

(10) Asagida verilen f ve g fonksiyonlari icin (f o g)(z) = f[g(z)] ve

(go f)(x) = g[f(x)] fonksiyonlarmi ve tanim bolgelerini bulunuz.
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x, x€0,400) ise, 0, x€]|0,+00) ise,
xTr) =
0, =z € (—00,0) ise.

(e) flz) = {

(f) f(z) =Inz? g(z)=sinz.

8

g(f(x)) =V f(x) =Va?=|z|, D(gof)=R.

(b)) flo(@) =1~ (g(@))? = /1 - (VI-2?) = Va2 = 2|, D(fo
g) = [—1,1] dir. Benzer sekilde, g(f(z)) = ||, D(gof) = [—1, 1] olur.
(0) flg(x)) =109 =10°8% =z, D(fog) =R,

9(f(z)) =log f(z) =log10® ==z, D(gof)=R.
(d) flg(z)) = (9(2))° = (x+5)°, D(fog) =R,

g(f(z)) = fx)+5=2"+5, D(gof) =R

(e) Yz €]0,+00)icin g(z) = 0 oldugundan, f(g(z)) =0, € [0, +o0
elde edilir. Vo € (—00,0) icin g(z) = z* # 0 oldugundan, f(g(x)) =
g(x) = 2%, 1 € (—00,0) elde edilir.

0, z€[0,+00) ise,

f(g(x)) = { ;

ve D(fog) =R
z®, x € (—00,0) ise. (fog)

oldugu gortliir.
Benzer sekilde, g(f(x)) =0 ve D(g o f) = R oldugu gosterilir.
)  f(g9(z)) =1In(g(z))? = In(sin?2), D(fog) =R\ {krn:kcZ}

g(f(x)) = sin f() = sin(lna?), D(gof) =R\ {0} .

bulunur. ¢
(11) f(x) = |z|+ Va2 + 1, g(z) =|z| + Vx> — 1 olsun.

(a) = # 0icin g(v2? + 1) = f(z) oldugunu gosteriniz.
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(b) |2| > 1icin f(v/22 — 1) = g(z) oldugunu gosteriniz.
Coziim: D(f) =R ve D(g) = (—o0, —1] U [1,400) oldugu aciktir.
(a) Vo # 0icin Va2 +1>1 ve Va2 = |z| oldugundan,
gVEF 1) = VT 1+ (Ve F 1) =1 = VaZ + 1+ Va2
VT4 o] = f(2)

esitligi elde edilir.
(b) V|| > 1 icin V22 = |x| oldugundan,

FVEZ D) =V T/ (VZ - 12+ 1 = Ve 1+ Va2
= Va2 =1+ |z] = g(x)

esitligi elde edilir. ¢

(12) Asagida verilen fonksiyonlarm cift olup olmadigimi gosteriniz.

x3 r—1
(@) ()= 5y 0 f@)=
() flw) =loga(e + Va2 + 1) (d) f(x)z{z; e

() flz)=N10—z|=[10+zf; (f) flz)=sinz+cosz;

(9) f(z) =sin’z — cos® .

Coziim: (a) D(f) =R simetrik bir kiime ve Vz € D(f) icin

(o)) _ o

()2 +1 22+1

fl=z) = —f(x)

oldugundan, f fonksiyonu tektir.
(b) D(f) =R ve
—r—1 x+1

f(=2) = (—x)2+1 2241
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dir. f(—x) = f(x) denklemi yalnizca x = 0 noktasinda saglandiginda,
ve Vo € Ricin f(—z) # —f(z) oldugundan, f fonksiyonu ne tektir, ne
de cifttir.

(¢) Vo >0icinz+vV22+1>1>0ve Ve <0icinz+Va2+1>
z+ V22 =z + |z| = 0 oldugundan D(f) = R dir. Her 2 € R icin

Y (—z+vVa2+1)(z+Va?+1) 1

r+Var+1 VPl

ve buradan da Vz € R icin

1
—x) =logy(—x + Va2 4+ 1) =log, —————

= —logy(z + Va2 +1) = —f(x)
oldugundan, f fonksiyonu tektir.

. (—2)t, —2>0, 2, x <0,
(d) D(f) =R dir. f(—z)= { (-2, —w<0. { 2 1>0.
oldugundan, f(—x) = f(z) denklemi yalnizca z = 0 ve 2 = £1 nok-
talarinda, f(—z) = —f(x) denklemi ise, yalmizca z = 0 noktasinda
saglandigindan f fonksiyonu ne tektir, ne de cifttir.

(e) D(f) =R veVx € D(f) icin
J(=2) =10+ 2| =10 — 2| = — f(z)
denklemi saglandigindan f fonksiyonu tektir.
(f) D(f) = R ve f(—z) = sin(—x) + cos(—z) = —sinz + cos dir.
f(=x) = f(x) denklemi yalnizca sinz = 2 denklemini saglayan nok-

talarda, yani x = (—1)k% + km, k € Z noktalarinda saglandi-gindan,

1
f(=z) = — f(x) denklemi ise, yalnizca cosx = 3 denklemini saglayan

noktalarda, yani x = :I:g + 2km, k € Z noktalarinda saglandigindan f
fonksiyonu ne tektir, ne de ciftir.
(g) D(f) =R veVz e D(f) icin

f(—x) = sin?(—x) — cos®*(—z) = sin®z — cos® 2 = f(x)
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oldugundan, f fonksiyonu cifttir. ¢
(13) Simetrik bir kiime iizerinde taniml bir fonksiyonun, biri ¢ift biri tek
olan iki fonksiyonun toplami seklinde ifade edilebilecegini gosteriniz.

Coziim: Simetrik bir £ C R kiimesi tizerinde tanimh herhangi bir

f+ F — R fonksiyonu verilsin. E tizerinde tanimh

F(z) = S[f(2) + f(=2)] ve G($)=%[f(fl?)—f(—fr)]

N —

fonksiyonlarimi gézoniine alalim. E {izerinde F'(x) fonksiyonu cift, G(x)

fonksiyonu ise tektir. Her z € F icin
f(z) = F(z) + G(x)
seklinde yazilabileceginden istenen iddianin dogrulugu goriiliir. ¢
(14) Asagida verilen 6nermelerin dogru oldugunu gosteriniz.
(a) Eger, ¢ cift ise f[p(t)] de cifttir.
(b) Eger, y = f(x) ve x = (t) tek ise y = flp(t)] cifttir.
(
(d
(e) Eger, f ve g cift (tek) ise f.g ve f/g (g(x) # 0) fonksiyonlar1 da
cifttir.

)
)
c) Eger, y = f(x) cift ve x = ¢(t) tek ise y = flp(t)] cifttir.
) Eger, f ve g cift ise f + g ve f — g fonksiyonlar1 da cifttir.
)

(f) Eger, f cift (tek) ve g tek (cift)ise f.g ve f/g (g(x) # 0) fonksiy-
onlar1 da tektir.

Coziim: (c) ve (e) 6nermelerinin dogrulugunu gorelim. Diger 6nermelrin
dogrulugu benzer sekilde gosterilebilir.

(c) ¢ tek ve f cift oldugu, dolayisi ile

fle(=0)] = fl—p(t)] = flp(t)]
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dir. Buise f[p(t)] nin cift fonksiyon olmasi demektir.
(e) f ve g cift olsun. O halde,

(f.9)(—z) = f(—2).9(=2) = f(x).g(x) = (f.g)(z)

oldugundan f.g cifttir. Eger, f ve g tek iseler

(f-9)(=2) = f(=x).9(—2) = (= f(z))(—g(z)) = f(z).9(x) = (f.9)(2)
oldugundan f.g cifttir. ¢

(15) Problem (14) teki 6nermelerden faydalanarak asagida verilen fonksiy-

onlarin cift veya tek olup olmadigini inceleyiniz.

cos 3 + Txt?
26 4+ sin? 23’
= tan(z?®) + 427;

. =4
= sin® 3. cos? 6z;

= 23 arctan 2z;

) [f(x)
) fx)
) f(=z)
(d) f(x) = sinmx cosnx;
) f(z)
) f(x)
) f(z)

= 23 + arccot2zx.

Coziim: (a) D(f) = R dir. F(z) = sina? + e * ve G(x) =
2t — 622 + 14 fonksiyonlan cift olduklarmdan, f(z) = F(z) + G(z)
cifttir.

(b) D(f) =R\ {0} dir. F(z) = cosa®+ 7z'? ve G(x) = 25 + sin? 23
fonksiyonlar cift oldukla,rmda,n f(z) = F(x)/G(x) cifttir.

(c) D(f) = ]R\{ + ki k € Z}dir. F(x) = tanz?® ve G(x) = 42°
fonksiyonlar1 tek olduklarlndan f(z) = F(x) + G(x) tektir.

(d) D(f) =Rdir. F(z) = sinmaz tek ve G(x) = cos nz cift oldugundan
f(z) = F(x).G(x) tektir.

(e) D(f) = R dir. F(z) = sin®3x tek ve G(z) = cos? 6z cift olduk-
larindan, f(z) = F(z).G(x) tektir.
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(16)

(17)

(f) D(f) = R\{% + ]%T 1k € Z} dir. F(z) = 2® ve G(x) = arctan 2x

tek olduklarndan, f(z) = F(x).G(z) cifttir.
(g) D(f) =R\ {%T k€ Z}dir.F(x) = 2° ve G(x) = arccot2z tek
olduklarindan, f(z) = F(x) + G(x) tektir. ©

f(x) = a3 + 2% — 3sinz, x € [0, +0c) fonksiyonunu R iizerinde dyle

genisletiniz ki, elde edilen fonksiyon tek olsun.

Cozim: z <0 olsun. O halde, —z > 0 ve
f(=2) = (=2)’ + (=2)* — 3sin(—2)

dir. f(z) fonksiyonunu R iizerinde genislemesinin tekligi istenildiginden
r < 0 icin
f(x) = —f(-2) =2° —2° — 3sinz

denklemi saglanmalidir. O halde, istenen fonksiyon

23+ 22 — 3sinz, x>0 ise,

flz) = _ ,
23— 2?2 —3sinz  x <0 ise.

bicimindedir. ¢

A wve ¢ (A# 0, w > 0), sabit reel sayilar olmak tizere f(x) =

Asin(wzx + ¢) fonksiyonunun esas periyodunu bulunuz.

Coziim: T # 0 sayist f nin bir periyodu olsun. Bu durumda, Vo € R
icin
Asinf(wz + T) + ¢] = Asin(wz + ¢)

veya
Asin[(wz + ¢) + w1 = Asin(wz + ¢)

denklemi saglanir. Buradan, wz + ¢ = g durumunda

Asin(g +wT| = Asing =A
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elde ederiz. Ote yandan, Asin(g +wT] = AcoswT oldugundan

AcoswT = A dir ve buradan da w1 = 2n dir. Yani T = 2n_7r, newz

w
oldugu elde edilir. Demek ki, eger 7" # 0, f nin periyodu ise T" =
2nw/w, n € Z kosulunu saglamak zorundadir. Bu kosulu saglayan
en kiiciikk T' pozitif sayis1 T = 27 /w bicimindedir. Simdi 7' = 27 /w

sayisinin [ nin bir periyodu oldugunu gosterelim.

2T

flz+ " ) = Asinfw(z 4+ %) + ¢] = Asin(wz + ¢ + 2)

Asin(wz + ¢) = f(x)
dir. Boylece, T' = 27 /w sayisinin f nin esas periyodu oldugu anlasilir.o

Problem (17) deki 6nermeden faydalanarak asagida verilen fonksiyon-

larin esas periyotlarini bulunuz.
(@) f(x) =cos3 ; (b) f(z) =sin3z ;

(¢) f(z)=cosmx ; (d) f(x)=2sin(5 +3) ;
(e) f(x)=6cos(3mx/4) ; (f) f(z) =tanbzx .

Coziim: (a) f(z) =cosi =sin((+3%), (A=1 w=43, ¢o=1)
oldugundan f nin esas periyodu T = T 4x dir.
w

2
(b) A=1, w=3vep=0oldugundan, f nin esas periyodu 7" = ?ﬂ
diir.
(c) f(z)=cosmr =sin(rz+75) (A=1, w=m, w=7) oldugundan

2
f nin esas periyodu T = T 9 dir.
™

(d) A=2 w=3vey =3 oldugundan f nin esas periyodu T =

2
—— = 4 dir.
(1/2) o 3
(e) f(x) = 6cos(%E) = 6sin(EE + %2), (A=6, w=2 =71
oldugundan f nin esas periyodu T = T % diir.

(3m/4
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(19)

in 5 in 5
£) f(z) = (S;I; ;; = Sm?;ig) oldugundan f nin esas periyodu

2
T = — dir.
3 ir. ¢

f(x) = sin2? fonksiyonu periyodik degildir. Gosteriniz.

Cozim: Onermenin dogrulugunu olmayana ergi yontemi ile gosterecegiz.
f(x) = sinz? fonksiyonunun 7" > 0 periyotlu bir fonksiyon oldugunu
kabul edelim. O halde, Vz € R icin

sinz® = sin(z + T)? (1.11)

denklemi saglanmaktadir. z = 0 durumunda buradan sin 72 = 0 dir ve
dolaywsiyla, T? = nm veya T = /nm, n = 0,1,... bulunur. T nin bu
degeri (1.11) de yerine yazilirsa Vz € R icin

sinz? = sin(z + v/n7)? = sin(2? + 2ov/n7 + n) (1.12)

denkleminin saglandigi elde edilir. m herhangi bir tam say1 olmak iizere

2xo\/nm 4+ nw # 2mm olacak sekilde bir zq sayist secelim. (Bu xq sayisi
2mm — nmw
2y # o T

2y/nm
icin

, n=1,2,... biciminde secilebilir). Secilen xy sayisi

sinz? # sin(z + 220v/n7 + n7)

dir. Son ifade (1.12) ile celistiginden kabuliimiiziin dogru olmadig:

gortiliir. Demek ki, verilen fonksiyon periyodik degildir. ¢

D(2) 1, x rasyonel ise,
€Tr) =
0, x irrasyonel ise.

Dirichlet fonksiyonu verilsin. Her T rasyonel saymin D(x) in bir peri-

yodu oldugunu gosteriniz.
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Coziim: Iki rasyonel saymimn toplami rasyonel ve irrasyonel sayi ile

rasyonel sayimin toplami ise irrasyonel say1 oldugundan, her T' € Q icin

1, =« rasyonel ise,
D(x+T)=
0, x irrasyonel ise.

dir. Boylece, her T € Q sayisi ve her x € R icin D(x+T) = D(x) dir.¢

(21) T = 2 periyotlu f fonksiyonu [0,2) tizerinde f(x) = x? — 1 seklinde

tanmmhdir.

(a) f nin [2k,2k +2), k € Z arahginda ifadesini bulunuz.

(b) f(7), f(2), f(—V2), f(r) ifadelerin degerlerini bulunuz.

Coziim: (a) x € [2k,2k+2), k € Z olsun. O halde, 0 <z —2k < 2
oldugundan, f(z —2k) = (x — 2k)? — 1 dir. Ote yandan, f, 2 peryodlu
oldugundan, her x € Z icin f(x) = f(z — 2k) dir. Boylece, = €
[2k, 2k + 2), k € Z icin f(r) = (z — 2k)* — 1 dir.

(b) f(7)=f(7—23)=(7T-23)>-1=0,

f) = (F -2 = (-1
F(=V2) = f(—V2+2) = (2-V2) -1 =5-4V2,
fim)=flr=2)=(r—-22-1=7n>-4r+3 .0

:1_67

(22) Asagida verilen 6nermelerin dogru oldugunu gosteriniz.

(a) Iki artan (azalan) fonksiyonun toplami da artandir (azalandir).

(b) E C Rve f,g : E — R fonksiyonlar verilsin. Eger, f ve g F
tizerinde artan ve f(E), g(F) C R, ise, f + g de E fizerinde
artandir ve (f 4+ ¢)(E) C Ry dur.

(c) Eger, f : E — R fonksiyonu artan(azalan) ise —f, F tizerinde
azalandir (artandir).

(d) Eger, x = f(z), o, ] lizerinde artan (azalan) ve y = F(z),

[f (), F(B)] ([F(B), f(a)]) lizerinde artan (azalan) ise y = F/(f(t)),

[av, 3] tizerinde artandir.
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(e) Eger, x = f(t), [a, (] tizerinde artan (azalan) ve y = F(z),
)] ([f(8), f(@)]) tizerinde azalan (artan) ise
y = F(f(t)),[o, 8] tizerinde azalandir.

Coziim: (e) dnermesinin dogru oldugunu gosterelim. Diger énermelerin

ispat1 okuyucuya birakilmistir.

t1,ts € [a,f], t1 < to olsun. Eger, f, [«, ] lizerinde artan, F ise,
[f(a), f(B)] tizerinde azalan ise, t; < ty = f(t1) < f(ta) = F(f(t1)) >
F(f(t2)) olur. O halde, y = F(f(t)), [o, 0] tizerinde azalandir.

Eger, f, [a, (] lizerinde azalan, F ise [f(0), f(«)] lizerinde artan ise
t1 < tg = f(fl) > f(fg) = F(f(fg)) < F(f(fl)) olur. O halde, Yy =
F(f(t)), [a,p] iizerinde azalandir. ¢

(23) Problem (22) deki énermelerden yararlanarak asagida verilen fonksiy-

onlarin monotonluk karakterini inceleyiniz.

(a) f(x) = arctan(z?—2x+3); ()  f(z) = (23 +42+6) In(z*+4246).

Coziim: (a) y = arctant fonksiyonu artan ve t = 22 — 22 + 3 =
(z — 1)% + 2 fonksiyonu (1, 4+00) tizerinde artan, (—oo, 1) tizerinde ise,
azalan oldugundan f, (1,400) lizerinde artan (—oo, 1) iizerinde ise aza-
landur.

(b) y=tlntfonksiyonu (1, +00) iizerinde pozitif ve artan iki fonksiy-
onun carpimi oldugundan artandir. ¢ = 22 +4x +6 = (v + 2)? + 2
fonksiyonu (—2,+00) iizerinde artan ve (—oo, —2) iizerinde ise, aza-
lan pozitif degerli bir fonksiyon oldugu aciktir. Int fonksiyonu [2, +00)
tizerinde pozitif degerli artan bir fonksiyon oldugundan f, (—oo, —2)

tizerinde azalan, (—2, +00) iizerinde ise artandir. ©

1
(24) f:R—-R, f(z)= 5T~ 3 fonksiyonunun f~! tersini bulunuz.

Coziim: f : R — R fonksiyonu birebir ve orten oldugundan tersi

vardir. Tanim geregi
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1
olacagmdan f~'(3z — 3) = z dir. Bu esitlikte s¥—3 =y almirsa
f—1(y) = 2(y + 3) elde edilir. O halde, f nin tersi f~!(z) = 2z + 6
seklinde tanimlanan f~!: R — R fonksiyonudur. ¢

f R — (—o00,1], f(z) = 22 — 2? fonksiyonunun eger, varsa tersini

bulunuz.

Coéziim: [ : R — (—o0,1] fonksiyonu orten fakat, birebir degildir.
Buna gore tek degerli tersi yoktur. Simdi f fonksiyonunun (—oo, 1]
ve [1,00) araliklarina olan g = f|(—so1] Ve b = f|j1,00) kisitlamalarin
gozoniine alalim. ¢ : (—o0,1] — (—o0, 1] fonksiyonu birebir ve orten
oldugundan, g~ tersi vardir. Tamim geregi, (g7 o g)(z) = g7 (g(x)) =
z oldugundan ¢~'(2z — 2?) = z tir. Bu esitlikte 2z —2? =y (z =
1 — /T —y olacaktir) almirsa f~!(y) = 1 — /T —y elde edilir. O

halde, g fonksiyonunun tersi g7'(x) = 1 — /1 — z seklinde tanimlanan
g1 (—00,1] — (—o0, 1] fonksiyonudur.

Benzer sekilde, h : [1,00,) — (—o0,1] fonksiyonunun tersi h=!(z) =
1 + /1 —z seklinde tanmimlanan h™' : (—oc,1] — [1,00) fonksiyonu

oldugu gosterilebilir. ¢

f:10,1] —[0,3], f(x) = arccosz? fonksiyonunun f~" tersini bulunuz.

Coziim: f :[0,1] — [0, 3] fonksiyonu birebir ve 6rten oldugundan,
7! tersi vardir. Tamim geregi f~(f(x)) = x olacagindan,

f~!(arccos #?) = x dir. Bu esitlikte arccos2? = y almursa, (¢ = /cosy
oldugundan ) f~!(y) = \/cosy elde edilir. O halde, f fonksiyonunun
tersi f~'(x) = y/cosz seklinde tammlanan f~' : [0, %] — [0, 1] fonksi-

yonudur. ¢

Asagida verilen bagintilarin yanlarinda yazili bolgelerde dogru olduk-

larini gosteriniz.

(a) arcsin(—x) = —arcsinz, [—1,1];

(b) arccos(—z) =7 — arccosz, [—1,1];
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(s)

arctan(—x) = —arctanz, R;

arccot(—z) = m — arccotr, R;

arcsin x + arccos r = g, [—1,1];
T

arctan r + arccotr = 5 R;

arcsin(sinz) =z, [—-7w/2,7/2];

arccos(cosx) =z, [0, 7];
cos(arccosz) =z, [—1,1];
tan(arctanz) =z, R;
arctan(tanz) =z, (—7m/2,7/2);
cot(arccotx) =z, R;

arccot(cotx) =z, (0,7);

: T Vi—=zx
arcsin x = arccos v/ 1 — x? = arctan ——= = arccot———, (0, 1);

V1—a2 T

V11— a2

x
arccos x = arcsin /1 — 22 = arctan ——— = arccot——, (0, 1);
% " —= 01
arctan r = arccot; = arcsin —== = arccos \/ﬁ’ (0, 00);
T+
arctan x 4 arctan y = arctan 4 , x>0, y>0;
r—y
arctan r — arctany = arctan , x>0, y>0;
1+ay
ry — 1
arccotx + arccoty = arccot , x>0, y>0;
Tty

Coziim: (b), (e), (n) ve (q) bagmtilarinin dogru oldugunu gosterelim.

Diger bagintilarin ispati okuyucuya birakilmistir.

(b)

0<a<rmr=0<nm—a<m

cosa = —x = cos(m—a) ==

arccos(—z) = a olsun. O halde, cosa = —z ve 0 < o < 7 olur.

} = MT—Q = arccos T = (x = m—arccosx
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= arccos(—z) = m — arccos r

(e) arcsinx = « ve arccosz = [ olsun. O halde,

r=sina=cos(3 ve —ggagg, 0<pB<m.
sin v = cos § = sin(w/2 — (3) oldugu aciktir.

Tom T
0<fB<T=—=<—-—-03<—.
sfhsm=—5s5-0=5

Boylece,
si s'(ﬂ B) ve Tca<?I T<I <T
ina =sin(= — ve — — - ———=< == —.
“ 2 2 == 2 =92 “=73

oldugu elde edilir. Bu nedenle a@ = g — [ ve buradan da o + = g,

. . ™ .. . . . v e
yanl arcsin x + arccos r = 5 esitliginin dogru oldugu goriiliir.

. ) T
(n) 0 <z < 1olsun. arcsinz = « dersek z = sinq, 0 < o < 5

olur. Demek ki, cosa = /1 —sin®a = +v/1 — 22 olur. Buradan da

a = arccos v/ 1 — a2 dir. Dolayisi ile, istenen
arcsin x = arccos vV 1 — x?

esitliginin dogru oldugu goriiliir.

(@) arctanz = «, arctany =/, x>0, y > 0 olsun. Bu durumda,
r=tana, y=tanf, 0<a< g olur. O halde,

I —tanatan8 1-—uzy
tana +tanfS x4y

O<a+pB<m cot(la+f)=

1 —
0 < a+ ( < 7w oldugundan, son esitlikten o« + 3 = arccot _fy
rry

ve

dolayist ile istenen bagintinin dogrulugu elde edilir. ¢

Asagida verilen bagintilarin yanlarinda yazili bolgelerde dogru olduk-

larini gosteriniz.
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(a) arcsinhz = In(x + va2 + 1), R;

(b) arccos hz = In(z + 22 — 1), [1,+00);
1. 14z
(c) arctan hx = éln(1 — $), (—1,1);

z+1
z—1

(d) arccothz = %ln( ), (—o0, —1) U (1, +00).

Coziim: (a) ve (c¢) O6nermelerinin dogrulugunu gorelim. (b) ve (d)

onermelerinin dogrulugu benzer sekilde gosterilebilir.

(a) =« € R olmak iizere sinhy = x olsun.

ey — e_y

5 =z veya €% —2ze —1=0

denklemini cozelim. e¥ > 0 oldugundan,
e/ =r+va?—1 (¢ >0 oldugundan, e’ # z — va? — 1)
elde edilir. O halde,
y=In(zx+ Va2 —-1)
ve buradan da arcsin hx = In(z + Va2 — 1), 2z € R bagintisinin dogru
oldugu gortliir.
(c) z € (—1,1) olmak iizere tanhy = z olsun.

ey J— e_y

mzx veya (1—2)e® =1+x
ev+e

denklemini y ye gore cozelim.

1+2x 1 1+
—_— : —

et =
1—=x

1+z

1
olur. Buradan da arctanhx = éln( ), x € (—1,1) bagintisiuin

dogru oldugu goriiliir. ¢
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(29) Asagida verilen ifadelerin degerlerini bulunuz.

(a) arcsin(sin 10) ; (b) al"CCOS(_\/Tg) ;

(¢) arcsin(cos2z), (2 <x<3); (d) cos(mwsinh(In2)) .

Coziim: (a) Vz € [-7,7] icin arcsin(sinz) = z oldugundan, y =

sin # fonksiyonunun periyodik ve [37—10| < 7 olmasindan faydalanirsak

arcsin(sin 10) = arcsin(sin(10 — 27)) = arcsin[sin(7 — (10 — 2m))]

= arcsin(sin(37 — 10)) = 37 — 10

olur.
(b) arccos(—‘/Tg) = T — arccos */7?: =7 — % =% olur
3 3
(c) g <z < Zﬂ = —g < 2:5—77T < 0 ve Vo € [~3,7] icin
arcsin(sin z) = x oldugundan,
. . . 3r 3T
arcsin(cos 2z) = arcsin(sin(2r — %)) = 22 — —

olur. .
(d) sinhz = é(efc — e~ 7) oldugundan,

cos(msinh(In2)) = COS(g(eIHQ — 2y

1 . 2
Cos(g(2 - 5) =cos & = —g

olur. ¢

cosz +siny =0, x€[m2n], ye [0 (1.13)

kapal seklinde tammlanan f : [r,21] — [3F, 2] y = f(x) fonksiy-
onunun ifadesini bulunuz.

Coéziim: Vz € [m,27] icin cosz = p, p € [—1,1] dir. O halde, (1.13)
ve siny = —p denklemleri denktir. —p € [—1, 1] oldugundan, siny =
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(31)

—p denkleminin [37”, 57”] araliginda tek bir coziimi vardir. Boylece,
folm2n] — [3,5F], y = f(z) fonksiyonunun mevcut oldugu goriiliir.

Bu f nin ifadesini bulmak amaciyla (1.13) denklemini
sin(§ — ) +siny =0

veya
T _ o+ T _r—
2sin 2 ;E Y cos 2 ; Y—0 (1.14)

seklinde yazalim. (1.14) den

.y TtY
=0
sin 3
f-r—y
=0
cos 5
ve buradan da y icin
T
y:x—§+2k7r, keZ (1.15)
T
y=—x—§+2k’7r, keZ (1.16)

degerleri bulunur.

(1.15) durumunda x € [7,27| = y € [§+2km, 5 +(2k+1)7], k€ Z =
Vk € Zicin y & [37, 2] dir. Demek ki, Vk € Ziciny =z — % +2km , f
nin degeri olamaz. (1.16) durumunda, x € [7,27] = y € [~ + 2(k —
Dr, =5+ Q2k-1)r], k€eZ=>k=3icinye[-5+20k—-1)m, -5+
(2k — 1)7] C [2F, 7] elde edilir. O halde, k = 2 icin (1.16) dan

27 2

7
yz—x—i—g. x € [m,27]

ifadesi bulunur ¢

1+ 22

flo) = 1+ a4

Coéziim: Vz € R icin f(x) > 0 oldugundan f, R iizerinde alttan

simirhdir. f, R tzerinde istten sinirh oldugunu gosterelim.

fonksiyonunun R iizerinde sinirli oldugunu gosteriniz.
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(32)

Céziimlii Problemler

Vz € Ricin (1 — 22)? > 0 oldugundan, Vo € R icin 1 + 2* > 222 veya
2

1> esitsizligi saglanir. Vo € R icin 1 + 2* > 1 oldugundan,

14 at
2?2 +1 x? 1 x? 1 3
1424 1—|—x4+1—|—$4_1—|—x4+ _2+ 2
|

olur. Boylece, Vx € R icin 0 <

3
11 7 < 5 esitsizliginin saglandig
goriiliir. Bu ise, f nin R iizerinde sinirli (hem alttan ve hem de iistten

sinirll) olmasi demektir. ¢

r = 0 noktasmin her komsulugunda f(z) = —sin— fonksiyonunun
r x
sinirsiz oldugunu gosteriniz.

Coziim: = = 0 noktasimn herhangi bir (—e€,€) (e > 0) komsulugu
ve herhangi bir M > 0 saysi verilsin. f(xy) > M olacak sekilde bir

xy € (—¢,€) noktasmin varoldugunu gosterelim. m < € ve
7T(]_ + 4710)

2 .
oldugu aciktir. Ornegin, ny > max{; [2 —1], 1 [2 — 1] says

> M kosullarini saglayan bir ng € N sayisinin mevcut

istenen kosullar: saglamaktadir.
2

T T Ay P O felde bl < e

m(1+4n0) . r(144n m(1+4n
f(iUo) _ ( 5 0) sin (1-;4 0) _ ( 5 O)

oldugu elde edilir. Buise f nin x = 0 noktasinin her (—e¢, €) komsulugunda

> M

sinirsiz olmasi demektir. ¢

Not: FE C R kiimesi ve E tizerinde sirh f : F — R fonksiyonu

verilsin.

3
=
!

mg(f) =inf{f(z):x € E}
M(f) = Mg(f) = sup{f(z) : = € E}

sayilarina f nin E {izerinde sirasiyla infimumu (en biiyiik alt siir1) ve

supremumu (en kiiciik {ist simir1) denir. o
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(33)

(34)

f o ]0,+00) — [0,1), f(x) = :Uj—l fonksiyonunun infimumunu ve

supremumunu bulunuz.

Coziim: Vz € [0,+00) icin 0 < f(x) < 1, yani R(f) = [0, 1) oldugu
ve dolayisiyla, f nin (0, 00) tizerinde sinirli oldugu goriliir. sup ve inf
ozelliklerine gore f nin [0, 00) lizerinde sonlu infimumu ve supremumu

vardir.

Vz € [0,+00) icin f(z) > 0 ve hem de f(0) = 0 oldugundan
, T
m(f) = 111f{1+—aj cx€[0,400)} =0

dir. Simdi
x

oldugunu gosterelim.

- 1 .
(a) Va € [0,+00) icin f(x)_l_l—k—a: < 1 dir.
1 —e¢

€

1
(b)0<‘v’e<§iin < Z.

kosullarimi saglayan z. € (1, c0) noktasi icin
f (xe) =

olur. O halde, supremumun karakteristik 6zellikleri dolaysiyla M (f) =
1 dir.

m(f) =0 € R(f), f(0) =0ve M(f) € R(f) oldugundan f, [0, +oc0)
iizerinde mutlak minimuma sahiptir. Fakat mutlak maksimum degerine

Te

>1—c¢
1+ x.

sahip degildir. ¢

y = f(z) fonksiyonunun grafigi verildiginde

(@) y=I[f@)] (b) y=f(lzl);

(€ = /) (d) [yl =f(z]);
bagintilarmin grafiklerinin nasil cizilebilecegini aciklaymz. y = f(x) =
2? — 2z in grafigindan yararlanarak yukaridaki bagmtilarin grafiklerini

ciziniz.
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Céziimlii Problemler

Coziim:

(a)

(c)

y = f(z) in grafigi biliniyorsa, y = |f(x)| in grafigi, f(x) > 0
bélgesinde ayni kalarak ve f(z) < 0 bolgesinde de z eksenine gore
simetrigi alnarak elde edilir. Sonucta y = |f(x)| in grafigi cizilmis

olur.

y = f(x) in grafigi * > 0 bolgesinde aym birakilarak = < 0
bolgesindeki kisminin ¢ eksenine gore simetrigi alinarak elde edilir.
Sonra x < 0 boélgesindeki kismi ihmal edilir. Sonucta y = f(|z])

in grafigi cizilmis bulunur.

f nin D(f) boélgesinin D, (f) = {x € D(f) : f(z) > 0} alt
kiimesini gozoniine alahm. x € D(f) icin |y| = f(x) esitligi
y = f(x) biciminde yazlabilir. Bu durumda, D, (f) tlizerinde
tammb iki tane y; = f(z) ve yo = — f(2z) fonksiyonlar: elde edilir.
D(f)\D4(f) # 0 ise Vx € D(f)\D,(f) icin f(x) < 0 oldugundan
ly| = f(z) denkleminden hic bir fonksiyon tanimlanamaz. Boylece,
y = f(x) fonksiyonunun grafigi bilindiginde |y| = f(x) fonksiy-
onunun grafigi f(x) > 0 bolgesinde ayni birakilarak bu kismin
x eksenine simetrisi eklenir. Sonra f(x) < 0 bdlgesindeki (Eger,
D(H\D4(f) # 0) kisma ihmal edilir. Sonucta |y| = f(z) in grafigi

cizilmis olur.

y = f(|z|) in grafigi bilindiginde |y| = | f(x)| in grafigi (c) 6nerme-
sinde gosterildigi gibi cizilir.

Simdi y = f(z) = 2*—2z in grafiginden yararlanarak y = | f(x)| =
|22 = 22], y = f(l2l) = 2% = 22|, |y| = f(x) = 2* = 2z ve
ly| = |f(|z])| = |#* — 2|z|| fonksiyonlarimin grafiklerini cizelim.
(Bkz Sekil 1.32; 1.33; 1.34; 1.35; 1.36).
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(35)

(36)

Céziimlii Problemler

y = f(x) fonksiyonunun grafigi verildiginde a,b € R ve ¢ € R sabitler

olmak tlizere

y=af(bxr+c)
tipinden fonksiyonlarin grafiklerinin nasil cizilebilecegini aciklayiniz.

Cozim: (a) y = f(z) ve y = f(bx) fonksiyonlarini gozoniine
alalim. Bu fonksiyonlar icin y; = f(x) ve yo = f(bz) iken x yerine
r1/b yazldiginda y; = f(21) ve yo = f(b%) = f(21) = y1 elde edilir.
Bu durumda, (z,y) noktasi y = f(x) in grafigi iizerinde bir nokta ise,
(x/b,y) noktasi da y = f(bx) in grafigi tizerinde bir noktadir diyebiliriz.
(b) y= f(bx) vey = f(bx+c) = f(b(x+7)) fonksiyonlarin gézdéniine
alahm. Eger, bx + ¢ = z; almrsa * = (3 — ¢)/b ve eger bxr = x;
alinirsa ¢ = x1/b bulunur. Bu degerler arasindaki fark ¢/b dir. O
halde, y = f(bz) egrisi ¢ > 0 iken ¢/b birim sola (¢ < 0 iken ¢/b birim
saga) kaydirihirsa y = f(bz + ¢) in grafigi cizilmis olur.

(¢) y= f(bx+c) vey=af(bxr+ c) fonksiyonlarim gézoniine alalim.
Eger, y1 = f(bx + ¢) ve yo = af(bx + ¢) almirsa, bu durmda y, = a.y;
olur. Yani, yo ordinati y; in a katidir. Demek ki, y = af(bz + ¢) nin
grafigi, y = f(bz + ¢) nin grafigi tizerindeki bir nokta (z,y) iken (z, ay)

noktalarimi bulup birlestirilmesi ile elde edilir. ¢

Problem 33 ten yararlanarak asagida verilen fonksiyonlarin grafiklerini

ciziniz.
-2
(a) y= zi n 1; (b) y=logy(1—3x); (c¢) y=sin(2z+ %)
Coziim:

(a) Df) = R\{~3} ve Var € D(f) icin

_ 3@+ -3 3§
Y 2+ 1 2zl
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Not:

1
oldugu aciktir. Eger, f(z) = —— almirsa verilen fonksiyon y =
x

7
) flx+1)+ g seklinde yazilabilir.

1
Sekil 1.37 ve Sekil 1.38 de y = f(x) = —_vey= Zf(:c +3)+

DO o

fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.

D(f) ={r € R:1—3z >0} = (—o0,3). Sekil 1.39, 1.40, 1.41
ve 1.42 de swrasiyla y = log, x, y = log, 3z, y = logy(—3x) ve

y = log,(1 — 3z) fonksiyonlarimin grafikleri verilmistir.

y = sinz, y = sin 2z ve y = sin(2x+ §) fonksiyonlarmin grafikleri
sirasi ile sekil 1.43, 1.44 ve 1.45 te verilmistir.

y = f(z) fonksiyonunun grafigi belli iken, denklemi

y = f(x) + k, k € R olan fonksiyonun grafigi y = f(x) egrisi £ > 0

ise k birim yukariya, k£ < 0 ise k£ birim asagiya kendisine paralel olarak

kaydirilarak cizilir. e
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1.21 Ek Problemler
(37) f:R—[-1,1], f(x) = sinz fonksiyonu icin
(a) f(0); 0) f(5) (e (D)
(@) f(5) (e) f([=3.3]) (f) F(=%,3))
(9) f([0,5]); (h)  f([0, 27]); (i) f7H0);
() £ (k) (D) (1) £
(m) =11 () FH=11); (o) £, 5)).
ifadelerini bulunuz.
Cevap:
@ o m @ L
(d) g; (e) [-1,1] (f) (=L1);
(9) [0,3); (h) [-1,1]; (i) km, k€Z;
() (—1)’“%4—/{:% () (—1)k%+lm,kez; () (—1)k%+k7r;
(m) R; (n) R{:I:%Jr?/m: k)

(0) (|J2km, 2k + Ha]) U (| 12k + 2)m, (2k + 1)a])

keZ

keZ
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(38) Asagida verilen f : [0, 1] — [0, 3] fonksiyonlarindan

(a) f(x)=3sin4F; (b)) flx)=tan"f; (c) flz)=3%

@) f@)=12( 2% (&) fla)=2le+2|-3.

hangisi birebir, 6rten ve birebir 6rtendir.
Cevap: (a) Birebir ve orten; (b) birebir; (¢) birebir;
(d) orten; (e) birebir.

(39) f(z)=(1+x)*— (1 — 2)* fonksiyonu icin

(a) f(3); ) fla)+ f(=a); (c) f(0)—1;
" 1
(@) fb=1); (&) f(5); (f) )

ifadelerini bulunuz.
Cevap: (a) 240;(b) 0;(c) 80*+8b—1;(d) 8b*—24b*>+32b—16 ;
P
p°+1 1
() ——— .
©) p? (B 8p(1 + p?)

(40)
f(x):{ 20 — |z|, x> —1ise,

2zt x < —1ise.
fonksiyonu icin f(—4), f(—1), f(—=1/2), f(1) ve f(1984) degerlerini
bulunuz.
1
Cevap: 3 1;, —1,5; 1; 1984.

(41) f(x) = c1 cosax + cosinax fonksiyonunun f(z+2) —2cosa f(x+1) +
f(x) = 0 denklemini sagladigini gosteriniz.

(42) Asagidaki kurallarla tanimlanan reel degerli fonksiyonlarin tanim kiimesini

bulunuz.
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1
a Y= ;
(a) Vx| +x

rx—1

3 .

(C) y_ 332—\/5’

1
() y= ;

z— [z]

(g) y= %z —2);
. cosz — 3
O N
(k) y=+/cos/z;
(m) y=,/logs 2=
(0) y=log, (2% — 3z +2
(q) y = arctan z
q 3/— x2_97

151
Y= o[ =3
T
y= [[ ]]7
r+1
T
Yy = 2;
(9 —22)3
z—3
Y=\ 7T =2, o2
1—3z+ 2«

B sinx + COST
y= \ sinz — cosz’
y = log(3sin® x — 4);
4
y = log, logy5(3 — 2771);

B log,, 3
v arccos(2x — 1)’
y = cot mx + arccos(2%);

(s) y=1log[cos(logz)]; (t) vy =logi(2?+ 6x+9)+ Va2 —2x —8;
2

(u) y = arctan ol (v) y = arccos(3+ 27%);
(w) y=arcsin(l —x) +log(logz); (x) y= (fjs%;
ot -1 . Tz+2
(y) y = arcsin — (z) y= —
Cevap:

(@) (0,400); (b) (=00, =3) U(5,+00);

(¢) (0,1)U(1,+o00); (d) (—o0,—1)U(—1,400);

(e) R\Z; (f) (=00, =3) U (=3,3) U (3, +00);

(9) {0} U[2,+00); (h)  (3.1) U3, +00);

O 6l 0 U+

k) z42%k+1, keZ () 0;
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(m) (=00, 1)U (2, +00); (n) (0,1) U (1,log, 3);

(0) (=1,00U(0,1)U(2,400); (p) (0,5)U(5,1);

(@) (=00, =3)U(3,+00); (1) (=00,0\{-n}, n €N;

() |J0® 27 10#D7) (1) (=00, —3) U (=3, -2 U [4, 00);
keZ

(u) (=00, =2)U(2,+00); (v)

(w) (1,2]; (r) R\{]+ %ﬂ, T+ kn}, keZ;

(v) (U (=% +2km,2km)) U (U (2km, § + 2km)).

kEZ keZ

(z) [(=1-+v5)/2,(1=V5)/2U[(V5-1)/2,(V5+1)/2];

(43) y = f(u) fonksiyonunun tanim kiimesi [—1, 0] oldugunda

() f(=2%) (b) flz=1); () f(2);
(d) (5 (e) flx—la])

fonksiyonlarinin tanim kiimelerini bulunuz.

Cevap: (a) [—1,1];(b) [0,1];(c) [F},05;(d) (—o00,0);(e) [5,0].
(44) Asagida verilen fonksiyon ciftlerinin esit olup olmadiklarini arastiriniz.

(a) f(x) =2z ve g(z) = Va2, x e (—00, 00);
(b) f(x) =2* ve g(z) = 10",

(c) f(x)=3x* -2z +1, eger, z € [1,2] ve g(z) = 32> — 2z + 1, eger
x € [1,3] ise

(@) f(x) = VEVT =T ve glx) = /o = 1)
Cevap: (a) Esit degildir; (b) (0, +oo iizerinde esittirler;

(c) Fonksiyonlar farkli kiimelerde tamimh olduklarindan esit degillerdir;
(d) [1, +o0) tizerinde esittirler.
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(45) Asagida verilen f ve g fonksiyonlari icin (fo f)(x), (fog)(z), (gof)(x)
ve (g o g)(z) fonksiyonlarmi bulunuz.

1, |z| <1 ise, 2 — 22, |z < 2ise,
ﬂmz{ - mm={ ’

0, |z|>1ise; 2, |z| > 2 ise.

(f o0 g)(x) = 1, 1< |z| <+V3ise,
g 0, |z|<1vel|z| >3 ise;
1, Jz| <1 ise,
(o] X)) =
g f)i) { 2, |x| > 2 ise;

2—(2—2%2 |z| <2 ise,
-2, |z] > 2 ise.

(46) Asagida verilen f ve g fonksiyonlar: icin (fog)(z) fonksiyonunun tanim

kiimesini bulunuz.

(@) fl@)=vI=2, o(1) = 2 — 30+ 2

(b) f(z) =arcsinz, g(x) = 2% — 97 + 20;

(¢) f(z) =log(z? —4a + 1), g(x) = 2% — 1.
Cevap: (a) [0,3]; (b) [9 _2\/@,0}, (e) [9, 9+2\/@].

(47) f(x) = sinz olduguna gore f[f*(x—1)] ve f?[f(x)— 1] fonksiyonlarinin

ifadelerini bulunuz.

Cevap: f[f*(z —1)] =sin[sin’*(x — 1)], f?[f(z) — 1] = sin®[sinz — 1].
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(48)

(49)

(50)

(51)

Ek Problemler

Asagida verilen fonksiyonlarin cift veya tek olup olmadigini inceleyiniz.

_x2+1:—1_
g3 —5

(a) flx) (b) f(z) = sin(z +1);

2® +sinz, x>0 ise,
(€ fle)=lz+1[+|z—1]; (d) f(l‘)z{ . ]
—x° —sinz, x <0 ise;

(e) flx)=Vad+2%2-8; (f) f(x) = arcsinz + arccos x;

(9) f(x) = cos(arccos x).

Cevap:
(a) ne tektir ne de cifttir; (b) ne tektir ne de cifttir;  (c) cifttir;
(d) cifttir; (e) ne tektir ne de cifttir ; (f) cifttir;
(g) tektir .

Problem (14) teki 6rneklerden faydalanarak asagida verilen fonksiyon-

larin cift veya tek olup olmadigini inceleyiniz.

(a) flz)= 1T cosa’
(¢) f(x)=cot(cosx); (d) f(z) = cot(arccotx);
(e) f(z)=arcsin(arccosz); (f) f(x)=sin(2z — arctanz).
Cevap: (a) cifttir;  (b) tektir;  (c) cifttir;  (d) tektir; (e) ne
tektir ne de cifttir; () cifttir .

|sinz|

(b) f(z) = sin(tan x);

Problem (17) deki 6nermeden faydalanarak asagida verilen fonksiyon-
larin esas periyotlarini bulunuz.
(a) f(x) =sing; (b)  f(z) = cosbu;
(c) flx)=tan(3z+5); (d) f(x)=sin?*(z —1);
(e) f(z)=sinx+cos2z; (f) f(x)= cos2zcosbz.
2m T T

= (c) 3 (d) m; (e) 2m; (f) 3

Asagidaki fonksiyonlarin periyodik olmadiklarini gosteriniz.

Cevap: (a) 67; (b)

(@) flo) =sink, @£ = kez\o)
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(b) f(z) = cos 2.

(52) Asagidaki fonksiyonlarin monotonluk karakterlerini inceleyiniz.

(a) f(x)=2a2*+62"+1; (b) f(x) =z + arctanz ;

(c) f(x)=log(x* — 62+ 10) ; (d) f(z) =log*x + 2° ;
(e) [fla)= 1 TF L (f) flx)=2a"log"a, x>1;
(9) [f(z)= 1ctan(x — 42 +8); (h) f(r)=arctan’z ;

(i) f(z) =2*+ arcsinw ; (j)  f(z) =logi(a* — 8z +20) ;

2
1

&) 1) =T sz
Cevap:

(a) (0,400) da artan, (—o0,0) da azalandir  (b) artandir ;
(¢) (—o00,3) de azalan, (3,400) da artandir ; (d) artandir ;
(e) (—00,2) de azalan (2,4+00) da artandir ;  (f) rartandir ;
(g) (—o0,0) da azalan, (0,400 da artandir ;  (i)artandir ;

(j) (—00,4) de artan (4, +00) da azalandir ;

(k) [0,%) de artan, (5, 7] de azalandir.

(53) Asagidaki fonksiyonlar cift olarak devam ettiriniz.

(a) f(x)=sinz + ztanz, O§x<g;
(b)  f(z) =zlog®x, 0 <z < 4o0;

3

@) ot 322+ 2%, 0<ax<1ise,
€Tr) =
22— 22+ logz, 1<x<2ise.

Cevap: (a) f(z)=axtanx —sinw, _TW <x <0

(b) f(x) = —zlog®(—x), —oco <z <0;

-3 — 2% +log(—x), —2<x < —1ise,
ot — 32?2 + 277, —1<x <0 ise.

(54) Asagidaki fonksiyonlar tek olarak devam ettiriniz.
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(a) f(z) =sin*z + cos'z, 0 <z < +oo;

(b)  f(z) =log(z + Va*+1), 0 <z < +o0;

2 +1, 0<z<2ise,

c r) =

(c) flw) {x3+6, 2 <z < 3ise.

Cevap: (a) f(z) = —sin' —cos’z, —oc0 <2 < 0;

(b) f(x)=—log(—x + vVa?+1) =log(x +vVa2+1),—co <z <0
—6+2°, —3<ux<2ise

(c) flz)= 4

—x°, —2 < x <0 ise.

(55) Asagidaki verilen fonksiyonlarin terslerini bulunuz.

4—x 8+ 2?
(a) V=91 (b) L
(c) y=2r—2a*> x> 1 (d) y=a2+4z, < -2
2z 2x
(e) y:?7 r < —1; (f) y:m, 1<x<1;
€z . s s
(g) y=m, x> 1 (h) y=sin®u, —§§x§§;
(i) y=sin’z, nggg—W.
2 3
Cevap:
41 —y) Jy—1
(@) v=— 7 v7 L b) w=2{/ 7 v# -1
() z=1+1-y, y=1 (d) z=-2—\/4+y, y>—4
14+ /1= 42 /iy .
() a=— 2"V ycyco (f) a=q v o Ok
y 0, y=0;

14+ +/1—192
(9) $:%,—O<y§1; (h) x =arcsin Yy, —1 <y <1,

(1) z=mn—arcsinvae,—1<y<L
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(56) Asagida verilen ifadelerin degerlerini bulunuz.

(a) arccos(—%); (b) arcsin h(V2);
(¢) sin(mcosh(In2)); (d) arcsin(cos2x),0 <z < 7;

(e) cos(2arctan x?)

2T \/§ T
Cevap: (a) 5 (b)) Im(V2+V3);(e) - 5 (d) 5 2%
1—at
(€) 14zt
(57) cosz + siny = 0, z € [m,27], y € [5, %] kapal sekilde tanimlanan
fim2n] = [%, 37”], y = f(x) fonksiyonunun ifadesini bulunuz.
Cevap: y = f(z) =z — g
(58) sinz — cosy = 0, = € [3F, 5],y € [4m, 57] kapal sekilde tammlanan
f [, 2] — [4r, 57 fonksiyonunun ifadesini bulunuz.
13w

Cevap: y = f(z) = —z + 5

(59) Asagida verilen fonksiyonlarin sinirli olduklarini gosteriniz.

r—4 ' 2?1
(@) f@) = 5= €04, 0) f@)= "
i l‘+1 - oo —1): ) = sinz,
(c) f(rc)——gﬁﬁg/F € (—o0, —1); (d) f(z)=2""%
(€) Ja) =27, we (~o0,0) () @)= s
(9) [f(z)=log,(1+x), z€[2+00); (h)  f(z) = tanx cos 3z;
. cos 2 . 2cosx
(4) f(x):cotx——l; (j) f(x)zm;

(k) f(x)=cotx — .z e [=5,00u(0, 7.

sSinx



158 Ek Problemler

(60) Asagida verilen fonksiyonlarm simsiz olduklarim gosteriniz.

(a) f(z)=a®—3; (b) f(z)= zQx—l x € (—o0,—2]

© f@)=", ze(-o0) (d) fla)=252€ (0, +o0)

(€) f(x) = wsin (f) fl) =log,(1+2), w12
cos 1

(9) flx)="" 1) 1) = oy

() f@) = v € (-22)

(61) Asagidaki fonksiyonlarin yanlarinda verilen araliklarda infimum ve supre-

mumlarini bulunuz.

@ fla)=a*+2 13 () flo)= g, (~ooook
© J@) =g L1 @) @)=t (-39)
© f@)=rtt G2 () f@=c- ], O

(a) flx) =271 (b) f(z) = cosz —[coszl;
[(el =215 (d) flr)=2— [=] —Sgnz;
() flz)=lz—1+[z+1} (f) flx)=][sinz|+|cosxl;
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(9) f($)=10g%|1—2x|+2; (h)  f(z) = [logy |=[|;

(i) fz) = —arctan(2z — 4); (j) flz) =sin(e+ )+ g;

(k) f(z)=sin3z — cos3x (1);  f(z) = arcsin(1l — %),
(m) f(z) =4arccos(2 —3x); (n) f(z)=|2* — 42+ 3| — (2* — 4z + 3);
(0) () =2nl

(63) Asagida, denklemlerle verilen egrileri ciziniz.

(a) [yl=sinz;  (b)|yl=lz+1]; (c) [yl=—2®+52—4
(@) lyl=1—lz; (¢) Jz|=9y*—-1; (f) [|z|=cosy.

(64) Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ciziniz.

() f(x)=aSgna;  (b) f(x)=Sen(sina);
() fla)=e7  (d) ()= Sen(lna);
() fla)=[logz]: () f(x)=logz— [logz].



